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 ІСНУВАННЯ АНАЛІТИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ НАПІВ’ЯВНОЇ СИСТЕМИ 

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З СИНГУЛЯРНИМ ЖМУТКОМ МАТРИЦЬ 
 

THE EXISTENCE  OF  ANALYTIC SOLUTION OF SEMI-OBVIOUS SYSTEM OF 
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH A CHANGING MATRIX BUNDLE   

     
Аннотація. Досліджується існування аналітичних розв’язків напів’явної системи звичайних 

диференціальних рівнянь з сингулярним жмутком матриць. Одержано достатні умови існування 
аналітичних розв’язків задачі Коші навколо особливої точки. 

Summary. We study the problem of existence of analytic solutions of a certain  semi-explicit  system 
of ordinary  differential equations and  obtain sufficient conditions for existence of case of the analytical 
solutions of the Cauchy problem in a vicinity of a singular point. 

 
Розглядається задача Коші 
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де однозначні матриці  розміру A B D G G, :  1 2 nm  аналітичні в області DCD  0;

1G

 або 

однозначна функція , );()0,0( 21 GG ;0 21
nmCGGD  2: GDF   аналітична в 

. Припустимо, що , т.ч. жмуток матриць 2GD nm  )(zB)(zA   є сингулярним. 
Дослідження систем диференціальних рівнянь (1) для лінійних систем у випадку сталого 

жмута матриць було покладено Ф. Гантмахером. У випадку, коли жмуток матриць )()( xBxA   є 
змінним, слід відзначити роботи А.М. Самойленка, М.І. Шкиля, В.П. Яковця [1], S. Campbеll [2], 
Ю.Є. Боярінцева, В. Чистякова [3], R. März [4] та багатьох інших. В комплексній області такі 
дослідження проведені, в основному, для систем спеціального  вигляду в роботах P. Bungart, 
W. Strodt, Г. Самкової [5],  Н. Крапиви та інших. 

Метою цієї роботи є продовження дослідження питань про існування аналітичних розв’язків 
задачі Коші (1) – (2), якщо z змінюється в деякій області з особливою точкою z = 0 на межі, 
задовольняючій умові 0при0)(  zzW .  

В роботі [6] наведена лема про ранг, у відповідності з якою, якщо матриця A(z) аналітична в 
однозв’язній області  і   nmCDADzCD  :;0, ),min(0,)0( nmkkrangA  , тоді існує 

область  110 0: RzzD   або  11 : RzzD   з D, така, що ранг матриці A(z)  залишається 

сталим  при  або   і дорівнює , де 10Dz 1Dz 1k  nm,minkk 1  . 

У відповідності з лемою розглянемо випадок, коли  m < n,  rang A(z) = n  при , матриці 
A(z), B(z) і вектор F(z, W) подані у вигляді:   
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де    ;: 11 CDA  ;0)(det 11 DzzA  ;;: 111 CYCDB  mCGGDf  22211:
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Система (1) має бути переписана у вигляді: 
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Через  позначимо клас аналітичних в області  функцій виміру , які в точці  мають 

полюс k-го порядку, . У випадку, коли функція  належить класу , подамо її у 
вигляді: 
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де вектор  є  аналітичним всюди в області  . )(
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Для формулювання  теорем запровадимо деякі поняття.  
Означення. Нехай на множині  21211 ],,[],,0(:),(  tttA

),(
 визначені невід’ємні  

функції  и . Будемо казати, що функція ),( tp ),( tg tp
],[ 21

 має властивість  відносно функції 

 на множині , якщо для кожного 

Q
),( tg A   , функція ),( tp  є функцією більш високого 

порядку малості, ніж ),( tg   при . 0t
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Будемо вважати, що система (6) має властивість  відносно функцій , 

,  якщо виконано:  
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Означення. Будемо вважати, що система (6) має властивість  відносно функції , 
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Введемо на комплексній  площині множини точок  
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Теорема 1. j. (j = 1,2). Нехай система (1) задовольняє наступні  умови: 
1) однозначна матриця , m < n, аналітична в області D і існує область 

, така, що в   rangA(z) = m; 
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2) матриці A(z), B(z) і функція  мають вигляд (3); причому матриця  аналітична  

в області  і  в точці z = 0  має усувну особливу точку, а вектор-функція 

)(zB

)10D ,,(
~

2Y1Yzf  аналітична  в 
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Доведення теореми 1.j. в три етапи методом аналітичного продовження розв’язків за 
допомогою топологічного принципу Важевського аналогічно [5], [6]. 

На першому етапі доводиться існування хоча б одного розв’язку системи (1), 
задовольняючого деякій оцінці, коли z змінюється вздовж відрізка променя однимз кінців якого є 
точка z = 0. 

На другому етапі доведено існування нескінченної множини розв’язків системи з аналогічною 
першому етапу оцінкою, коли z змінюється вздовж дуги кола з центром у точці z = 0. 

На третьому етапі здійснюється аналітичне продовження розв’язків, які були  знайдені на 
першому етапі, на область з особливою точкою z = 0 на межі, при цьому знайдена оцінка 
продовжених розв’язків.  

Дана робота є продовженням досліджень, покладених в [5 – 6]. Для одного класу 
диференціальних систем (1) одержано достатньо умов про існування аналітичних розв’язків задачі 
Коші (1) … (2), причому, якщо останні n-m компонент є довільними функціями з класу  і 

задовольняють (7), то перші m компонент розв’язку мають асимптотику (8) при 

mn
kH 
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)(
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.2  jGz , j = 1,2. 
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