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ОПТИМАЛЬНАЯ ДИСКРЕТИЗАЦИЯ СИГНАЛОВ  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ БАЗИСНЫХ СПЛАЙН-ФУНКЦИЙ 
 

Вопросы дискретизации достаточно широко освещены в отечественной [1] и зарубежной 
литературе[2], однако применение базисных функций, отличных от функции вида sin( ) /x x  (базис 
Котельникова), в частности базисных сплайн-функций различных степеней, стало рассматриваться 
только в начале 90-х годов двадцатого века. 

Целью данной статьи является определение частотных характеристик предварительных 
фильтров, реализующих оптимальное? в смысле наименьших квадратов? восстановление входных 
сигналов в пространстве сплайн-функций заданного порядка. 

Рассмотрим классическую структурную схему процесса дискретизации сигнала (рис. 1), 
который описывается некоторой функцией 2( )f x L . Для простоты дальнейшего изложения 

выберем интервал дискретизации T = 1. 
 

 
Рисунок 1 – Схема стандартного процесса дискретизации непрерывного сигнала. 

 
Здесь  ( )f x  – функция, описывающая входной сигнал, 

 ( )x – импульсный отклик предварительного фильтра, 

 ( )x  – дельта-функция Дирака, 

  – отсчеты отфильтрованной версии ( )c k ( )f x , 

  – импульсный отклик восстанавливающего фильтра, ( )k
~

  – восстановленный сигнал. )(xf
 

 В классической теории дискретизации Котельникова 
sin

( ) ( ) ( )
x

x x x
x

       , а  

является аппроксимацией 
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( )f x  с минимальной ошибкой. 
 Рассматривая дискретизацию в SI-пространствах (от англ. Shift-Invariant – инвариантный к 
сдвигу) базисных сплайн-функций , возникает вопрос: как получить коэффициенты  

такими, чтобы аппроксимация 
2( )V  
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2f x L (V  в )  была наилучшей? 

 Решение поставленной задачи в смысле наименьших квадратов дает ортогональное 
проецирование  [3]: ( ) ( )f x V 
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где   – ортогональный проектор , ( )VP  ( ) 2: (VP L V  

 ( )f f x  –  функция, описывающая входной сигнал, 2f L , 

(k )x k     – импульсный отклик восстанавливающего фильтра, причем  k k


�
 является 

базисом Рисса в . ( )V 
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( )
o o

k x k  – импульсный отклик предварительного фильтра,   

,f g  – операция скалярного произведения  функций  2L - f  и

 Функции 
o

k  в пространстве )  образуют базис, дуальный 

 g . 
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является 

уникальным для нной функциизада  ( )x  и  определяется из условия биортогональности: 
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, так ак и k , обладают свойством инвариантности к сдвигу: k
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ибо в частотной области: 
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где   – ( )  преобразование Фурье функции ( )x , 

 ( )p k  – , 

ател сти

некоторая последовательность коэффициентов

 )( jeP  – преобразование Фурье последов ьно  ( )p k . 

Вычислим скалярное произведение функций ( )x  и ( )
o
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зде  – ди етна   функциись ( )a k скр я автокорреляционная последовательность  ( )x .  

Так как ( )
o

x  и ( )x  – биортогональные функции, то: 

* ( ) kp a k   ,      (6) 

где * – операция свертки. 
 Решая (6) в частотной области 
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 , поэтому решение (8) всегда 

существует. Итак, оптимальная дискретизация, которую мы рассмотрели, аналогична классической 
дискретизации по Котельникову, с тем лишь отличием, что импу ые отклики предварительного и 

определяются выбо базисной фу

льсн
тики 

 ( )
восстанавливающе фильтров не идентичны. Характерис оптимального предварительного 
фильтра полностью ром нкции

го 
 x . В общем случае для заданной 

частотный ик( )x  ( )   Fourier   откл  


( )
o

  дан в (8). 

 Если k Z
 образуют ортонормированны базис, т да мпульсный отклик 

предварительного фильтра является перевер ени версией ( ).
k

 й ог и

нутой во врем x  
 Например, оптимальным предварительным фильтром для но-постоянной 
аппрокс

кусоч
имации сигнала является фильтр с ( ) rect( )x x  (прямоугольный импульс). 
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 Графики модуля частотного отклика оптимального фильтра порядка приведены на 
рис. 2. 

 1, 2,3n   

 
Рисунок 2 – Частотный отклик оптимального предварительного  
сплайн-фильтра порядка n (цифрами обозначен порядок фильтра) 

 
 Следу ить, что с увеличением степени n  оптимального сплайн-ф

 

ет отмет ильтра его частотный 

тклик приближается к прямоугольно идеального ФНЧ [4]).  
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