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Аннотация.Исследованы статистические модели, описывающие статистику коэффициентов изобра-
жения в вейвлет-базисе. Предложено использование обобщенного гиперболического распределения для описа-
ния статистики коэффициентов вейвлет-преобразования изображений. Дана оценка методов квантования, 
используемых при кодировании  со сжатием и взаимосвязь порога квантования с параметрами  шума кванто-
вания в пространственной области. 

Annotation.Statistical models of digital wavelet transform coefficients are analyzed. Using Generalized Hyper-
bolic Distribution is proposed for description of wavelet coefficient statistics. Quantization methods are analyzed. Rela-
tion between quantization noise parameters and threshold value established.  

Введение 

При выборе метода и параметров квантования при использовании алгоритмов сжатия таких 
какJPEG2000, EZW, SPIHT и другие зачастую используется так называемый прямой метод оценки, 
который заключается в выполнении алгоритма сжатия с использованием того или иного метода кван-
тования и его параметров, с последующей оценкой полученного изображения либо путем субъектив-
ного оценивания либо по различным метрикам примерами которых могут служить PSNR, EPSNR и 
многие другие. Иными словами в принятой существующей практике не учитываются статистические 
свойства изображения представленного спектральном виде. 

Статистическая модель 

При учете статистических свойств изображения при квантовании важнейшей статистической 
характеристикой является плотность распределения изображения представленного спектральными 
коэффициентами. В ряде работ были предложены различные статистические модели, описывающие 
плотности распределения вейвлет коэффициентов изображения. Поскольку вейвлет преобразование 
является подвидом кратномасштабныхпреобразований, то может существовать два подхода для опи-
сания закона распределения коэффициентов: первый заключается в поиске закона распределения для 
всего вейвлет образа, второй заключается в поиске закона распределения для каждой составляющей 
(вертикальной, горизонтальной и диагональной) каждого уровня декомпозиции. 

Первый подход был предложен Стефаном Маллом в [6], и автором было предложено использо-
вание симметричного экспоненциального распределения в качестве модели описывающей плотность 
распределения коэффициентов. Однако при подобном описании не может быть учтен факт, что кван-
тование коэффициентов на более высоком уровне декомпозиции порождает большие ошибки, что 
связано увеличением числа выполнения свертки при увеличении уровня декомпозиции при обратном 
вейвлет преобразовании. 

Второй подход учитывает вышеупомянутое свойство, и был рассмотрен в работах [5], [6]. В 
данных работах было предложено использование распределения Лапласа для описания статистиче-
ских свойств вейвлет коэффициентов для отдельной субполосы на заданном уровне декомпозиции. 
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Однако при увеличении уровня декомпозиции, данная модель плохо описывает коэффициенты 
вейвлет преобразования, и нижняя граница Крамера-Рао увеличивается, что дает повод считать о 
неприемлемости использования распределения Лапласа для описания коэффициентов вейвлет преоб-
разования науровнях декомпозиции больше 2ого.  

В [4] было предложено использование распределения Стьюдента сосдвигом и масштабирова-
нием: 
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Однако и у данной модели есть недостаток, данная модель плохо описывает распределение ко-
эффициентов на первых уровнях декомпозиции.  

Поэтому в данной статье предлагается использование обобщенного гиперболического распре-
деления, частными случаями которого является и распределение Лапласа и распределение Стьюдента 
с сдвигом и масштабированием, и соответственно может быть использовано для описания на всех 
уровнях декомпозиции. 

Обобщенное гиперболическое распределение 
Случайные числа с обобщенным гиперболическим распределением могут быть получены пу-

тем сложения двух случайных величин с различными распределениями в приведенном виде:  

Y V V Xµ γ σ= + + , (3) 

где µ  и γ ‒ вещественные числа и 0σ > . Случайные величины X  и Y  независимы, случай-
ная величина X  имеет нормальное распределение с нулевым средним и дисперсией равной 1σ = , а 
V имеет обобщенное обратное Гауссово распределение[1] с плотностью  
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Условное распределение Y V имеет нормальное распределение со средним равным Vµ γ+ и 
дисперсия 2Vσ : 

( )2~ ,dY V N V Vµ γ σ+ . (5) 

Если случайная величина V  имеет обратное обобщенное Гауссово распределение, то в ре-
зультате Y  имеет обобщенное гиперболическое распределение. В случае если 0γ =  то плотность 
обобщенного гиперболического распределения является симметричным и обращается в эллиптиче-
ское распределение, в противном случае оно не является эллиптическим. 

Плотность распределения обобщенного гиперболического распределения [2]  описывается 
формулой: 
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где ( ), , ,a λ α β δ ‒ нормализующая константа, определяющаяся по формуле: 
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При этом функция ( ), , , ,xf λ α β δ µ  дифференцируема при условии, что значения параметров 
распределения принимают значения: 
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0,   при 0.
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И связь между параметрами обобщенного гиперболического распределения , , , ,λ α β δ µ  и 
параметрами обобщенного обратного распределения Гаусса , ,λ χ ψ  можно определить, если выпол-

нить замену переменных 2
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σ
= , δ χσ= , 2
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Оценка параметров обобщенного гиперболического распределения 
Аппроксимация закона распределения вейвлет коэффициентов обобщенным гиперболическим 

распределением представляет собой достаточно сложную задачу, поскольку оптимизация выполняет-
ся в пятимерном пространстве, причем функция правдоподобия имеет множество локальных макси-
мумов, что значительно усложняет задачу аппроксимации численными методами, а в аналитическом 
виде на данный момент не найдено решение задачи подбора параметров распределения. 
В качестве методов, которые могут быть использованы для аппроксимации обобщенного гиперболи-
ческого распределения является подкласс методов ЕМ которые были представлены Рубіном і Демпс-
тером [3] 

В основе ЕМ метода лежит метод максимального правдоподобия, который был предложен 
Фишером 1912 году, в котором выполняется аппроксимация не самого закона распределения а функ-
ции правдоподобия. Для обобщенного гиперболического распределения функция правдоподобия 

( ), , , ,L λ α β δ µ определяется как 

( ) ( )( ), , , , ln ; , , , ,xL f xλ α β δ µ λ α β δ µ= , (8) 

где ( ); , , , ,xf x λ α β δ µ  определяется какОшибка! Закладка не определена.. 

Метод ЕМсостоит в итеративном повторении шагов максимизации функции правдоподобия 
( ), , , ,L λ α β δ µ . Во время выполнения итерации nглавной целью является максимизация: 

( ) ( )1 1 1 1 1, , , , , , , ,n n n n n n n n n nL Lλ α β δ µ λ α β δ µ+ + + + +> . (9) 

Максимизация выполняется в два шага: 

1. Определение условного математического ожидания ( )( )( )| , , , , , ln , | , , , ,
n n n n nwX n n n n nE g X wλ α β δ µ λ α β δ µ . 

2. Максимизация полученного выражения по отношению к параметрам распределения , , , ,λ α β δ µ . 

Этапы 1, 2 выполняются до тех пор, пока ( ) ( )1 1 1 1 1, , , , , , , ,n n n n n n n n n nL L eλ α β δ µ λ α β δ µ+ + + + + − < ,гдеe  - порог 
точности алгоритма. 

Квантование 
При сжатии изображений с использованием вейвлет преобразования практически во всех алго-

ритмах сжатия используют следующие виды квантования [7],или комбинации данных методов: 
Равномерное квантование, при котором квантование вейвлет коэффициентов можно предста-

вить в виде выражения 

кв
SS round
λ
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где к вS ‒ квантованные значения вейвлет-коэффициентов, S ‒ исходные значения вейвлет-
коэффициентов, λ ‒ параметр квантования. Квантование вейвлет-коэффициентов осуществляется 
путем деления на параметр квантования λ , и последующим округлением до ближайшего целого.  

Грубая пороговая обработка, при которой значения вейвлет-коэффициентов, модуль которых 
меньше порогового значения λ  приравнивают к нулю. 

, при ;
0,  при .кв

S S
S

S
λ
λ

>
=

≤
 (11) 

Мягкая пороговая обработка, которую можно описать следующим выражением: 

( ) ( )max 0, .квS sign S S λ= ⋅ −  (12) 

Статистические характеристики шума квантования 
Важной при анализе методов сжатия является связь между параметрами и методом квантова-

ния спектральных составляющих с шумом квантования в пространственной области.  
В результате моделирования были получены результаты взаимосвязейразличных методов кван-

тования.Был определен закон распределения шума квантования вейвлет коэффициентов полученный 
для изображения в пространственной области. 

Пример эмпирической плотности представлено на рисунке1 

 
Рисунок 1–Пример эмпирической плотности распределения шума 

квантования в пространственной области 

Для описания закона распределения шума квантования можно использовать распределение 
Стьюдента с масштабированием и сдвигом (2), что представляет собой частный случай обобщенного 
гиперболического распределения 

Также были получены данные, полученные путем квантования с различным порогом квантова-
ния, и зависимость параметров распределения в зависимости от порога квантования. Результаты по-
казаны на рисунке 2 для использования мягкого квантования и на рисунке 3 при использовании гру-
бого квантования.  

Что может быть использовано для предсказания ухудшения качества при использовании субъ-
ективных оценок, и связи с существующими метриками, характеризующими качество изображений. 

Выводы 
Предложено использование обобщенного гиперболического распределения для описания раз-

личных процессов протекающих в кодерах изображений со сжатием, использующие спектральные 
преобразования, в одном базисе. 

Предложено использование ЕМ алгоритма при оценке параметров обобщенного гиперболиче-
ского распределения.  
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Рисунок 2 – Параметры распределения шума квантования при мягком квантовании 
а) параметр μ, б) параметр σ, в) параметр υ 

 

 
 а) б) 

 
в) 

Рисунок 3 – Параметры распределения шума квантования при грубом квантовании 
а) параметр μ, б) параметр σ, в) параметр υ  
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