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ОНАС им. А.С. Попова 
Рассматриваются задачи аппроксимации случайных процессов и полей. При восста-

новлении исходного состояния дискретизированного сигнала, как правило, используют ли-
нейную интерполяцию [ ]1 . Предлагается производить интерполирование с помощью сплайн - 
функций. Наиболее легкий для вычисления способ – интерполяция с помощью линейного 
сплайна. Для получения более точного приближения функции, используют кубические 
сплайны и кубические В-сплайны [2]. При обработке полей, в отличие от процессов, возни-
кает необходимость в интерполировании не функций, а вектор - функций. Приводится обоб-
щение понятия интерполяционной сплайн - функции с помощью понятия тензора, компонен-
тами которого являются сплайн - функции. 

Для областей, разделенных на прямоугольники (параллелепипеды), тенденция в разви-
тии многомерных сплайнов состоит в их рассмотрении как тензорного произведения одно-
мерных сплайнов, что обеспечивает сохранение свойств сходимости и алгоритмичности, а во 
многих задачах – и экстремальных свойств. Известна тесная связь этого направления с тео-
рией конечно - разностных схем. Идея триангуляции области реализована в математической 
физике в методе конечных элементов, когда решение вариационной задачи строится в виде 
слайн – функции. Рассмотрим, согласно [2], на отрезке [ ]ba,  разбиение 

bxxxa N =<<<=∆ ...: 10 . Для целого 0≥k  через [ ]baCC kk ,=  обозначим множество k  
раз непрерывно дифференцируемых на [ ]ba,  функций, а через [ ]baC ,1−  - множество кусоч-
но-непрерывных функций с точками разрыва первого рода. 

Определение. Функция ( )xS vn,  называется сплайном степени n  дефекта v  (v  - целое 
число, 10 +≤≤ nv ) с узлами на сетке ∆ , если 

а) на каждом отрезке [ ]1, +ii xx  функция ( )xS vn,  является многочленом степени n , т.е. 
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α  для [ ]1, +∈ ii xxx , 1,...,0 −= Ni ; 

б) ( ) [ ]baCxS vn
vn ,,

−∈ . 
Рассмотрим в прямоугольной области [ ] [ ]dcba ,, ×=Ω  сетку линий yx ∆×∆=∆ , где  

bxxxa Nx =<<<=∆ ...: 10 , 
dyyyc Ny =<<<=∆ ...: 10 , 

делящую область  на прямоугольные ячейки 
( ) [ ] [ ]{ }11, ,,,|, ++ ∈∈=Ω iiiiji yyyxxxyx , 

1,...,0 −= Ni ; 1,...,0 −= Mj . 
Для целых 0≥k  и 0≥l  через [ ]ΩlkC , , обозначим множество непрерывных на Ω  

функций ( )yxf , , имеющих непрерывные частные и смешанные производные ( )yxfD sr ,,  
( )lskr ≤≤ , . Символом [ ]Ω− ,lС , обозначается множество кусочно-непрерывных функций с 
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разрывами первого рода на некоторых замкнутых линиях, содержащих, быть может, границы 
области. 

Определение. Функция ( )yxS vmn ,,,, µ  называется сплайном двух переменных степени n  и 
дефекта v  ( )10 +≤≤ nv  по x  и степени m  дефекта µ  ( )10 +≤≤ mµ  по y  с линиями склей-
ки на сетке ∆ , если 

а) в каждой ячейке ji ,Ω  функция ( )xS vmn µ,,,  является многочленом степени n  по x  и 
степени m  по y , т.е. 
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1,...,0 −= Ni ; 1,...,0 −= Mj ; 
б) ( ) [ ]Ω∈ −− µ

µ
mvn

vmn CyxS ,
,,, , . 

Множество сплайнов, удовлетворяющих определению, обозначим через ( )∆µ,,, vmnS . Оно 
является линейным пространством. 

Рассмотрим сплайн ( )xS vn,  одной переменной x  степени n  дефекта v  ( )10 +≤≤ nv , 
сплайн ( )ySm µ,  одной переменной y  степени m  дефекта µ  ( )10 +≤≤ mµ  и сплайн 

( )yxG vmn ,,,, µ  двух переменных x  и y  степени n  дефекта v  по x  и степени m  дефекта µ  по 
y  с линиями склейки на сетке ∆ . 

Введем понятие тензорного сплайна. 

Определение. Тензорным спайном ( )xS  типа ⎟⎟
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p

 одной переменной x , назовём мате-

матический объект, определяющийся в каждой локальной системе координат ( )χ  на диффе-

ренцируемом многообразии kX  совокупностью qpk +  функций ( )χp

q
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, каждая из ко-

торых является сплайном одной переменной ( )xS vn,  и при переходе к другой системе коор-

динат ( )χχχ '' =  изменяется по тензорному закону [ ]3 : 
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(каждые из индексов piii ,...,, 21 ; qjjj ,...,, 21 ; pααα ,...,, 21 ; qβββ ,...,, 21  принимает неза-
висимо друг от друга все значения от 1 до k ). 

Здесь ( )'...
...

21

21
χp

q

iii
jjjS  - компоненты тензорного сплайна в системе координат 

( ) ( )k'2'1'' ,...,, χχχχ = , а ( )χααα
βββ
p

q
S

...
...

21

21
 - в системе координат ( ) ( )kχχχχ ,...,, 21= . 

Если каждая компонента тензорного сплайна определяется сплайном двух переменных 

x  и y  ( )yxG vmn ,,,, µ , то будем иметь более сложный объект – тензорный сплайн типа ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
q
p

 

двух переменных x  и y  ( )yxG , . 
Операцию сложения тензорных сплайнов введем следующим образом. Складывать тен-

зорные сплайны одного типа можно при условии, что их соответствующие компоненты 
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имеют одну сетку разбиения. В результате сложения тензорных сплайнов типа ⎟⎟
⎠
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тензорный сплайн того же типа ⎟⎟
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, каждая компонента которого есть сумма соответст-

вующих компонентов слагаемых. 
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Операция умножения тензорных сплайнов одной переменной вводится следующим об-

разом. В результате умножения тензорных сплайнов одной переменной типа ⎟⎟
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Каждая компонента тензорного сплайна ( )yxG ,  есть сплайн двух переменных 
( )yxG vmn ,,,, µ , который является произведение сплайнов одной переменной ( )xS vn,  и ( )yRm µ, . 

Таким образом, получены следующие результаты: обобщена процедура интерполиро-
вания исходного состояния дискретизированного сигнала с помощью сплайн - функций. При 
восстановлении дискретизированных полей предложено обобщение понятия сплайн - функ-
ций с помощью понятия тензора. Введено в рассмотрение понятие тензорного сплайна, рас-
смотрены некоторые операции над тензорными сплайнами. 
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